CONCURSUL NATIONAL
DE MATEMATICA APLICATA

"ADOLF HAIMOVICI"
ETAPA JUDETEANA FACULTATEA
INSPEJ%%%%%E\%E;?IOLAR 9 martie 2013 CONSTRUCTII DE MASINI

SI MANAGEMENT INDUSTRIAL

Profil real, specializarea stiintele naturii

BAREM DE CORECTARE SI NOTARE
CLASA A IX-A

1. Pe latura [BC] a triunghiului ABC considerdm punctele D, E, F, in aceastd ordine, astfel incat
BD =2DE si CF=2FE. Daci M € AB si N € AC sunt astfel incit AE n MD N NF = {0},

aratati cd dreptele MN si BC sunt paralele.
Sergiu Prisacariu

Solutie.
Aplicand teorema lui Menelaus in AABE cu punctele coliniare O, D si M,
AM BD OE _
ODINEIMN C8 - = Lo e 2p
MB DE OA
Aplicand teorema lui Menelaus in AACE cu punctele coliniare O, F si N,
AN CF OE
rezultd cd — - — S 2p
NC FE OA
Folosind ipotezele BD =2DE si CF = 2FE, deducem ci @—g .................................... Ip
DE FE
Din cele trei egalitdti obtinem A—M AN 1p
MB NC
Aplicand reciproca teoremei lui Thales, urmeaza cd MN||BC...............oiiiiiiiiii, 1p

2. Fie punctele coliniare A, B, C, D astfel incit AB = BC = CD. Un mobil parcurge distantele AB,
BC, CD cu vitezele constante v,,v,, respectiv v, , diferite Intre ele. Un al doilea mobil parcurge
distanta AD cu viteza constanta v, care este media aritmetica a vitezelor v,, v, si v,. Ardtati ca

timpul necesar parcurgerii segmentului AD este mai mare pentru primul mobil decat pentru cel
de-al doilea.
Sergiu Prisacariu

Solutie.
Notand AB = BC =CD = a, se obtine t, = 2 , 4= 2 , 4= 2 , deci timpul in care primul mobil
vy Vs V3
1 1 1
parcurge ADeste Ty =t +t,+t;=a| —+—+— | ..o 2p
\ Vi Vo Vg
. . . . 9a
Timpul necesar celui de-al doileamobil este T, = ———————— ... 2p
vVi+V,+ v,

1 1 1
Avemde aratat Ca: a| — F——d—— | > Ip
Vi Vo ¥V,



v1+v2+v3> 3
1 1 1
Vi VoV,

adica , ceea ce rezultd din faptul cd media aritmeticd este mai mare

decit media armonicd, inegalitatea fiind strictd Intrucit numerele v, v, si v, sunt distincte.........2p

3. Determinati functia f : N* — N* pentru care f(2) =3 si care verifica relatia:
1 1 1
+ +..+ =
f()-f(2) £(2)-f(3) f(n)-f(n+1) f(n+1)

, pentru orice ne N*.

Gazeta Matematica (Supliment)

Solutie.

Pentru n =158 0bfine CA (1) =1 .eouiiiiiiiiiiiiieeeee ettt sttt Ip
Dand in continuare valori Iui n, intuim ca f(n) =20 =1 ..cccooiiiiiiiiiieee e 2p
Presupunerea precedentd se demonstreaza prin inductie. ........cocvvneieiiiiiiiiinin e, 4p

4. Triunghiul ABC este inscris in cercul de centru O, are ortocentrul H si centrul de greutate G. Fie
A’, B’, C’ punctele diametral opuse punctelor A, B, C in cercul circumscris triunghiului. Daca
AA’B’C’ are ortocentrul H” si centrul de greutate G’, aratati ca punctul O este mijloc si pentru
segmentul [HH'] si pentru segmentul [GG].

Solutie.

OA+0A’ =0, OB+O0B’ =0, OC+0C =0 ....cvviiiiiiiiiieiiieiie e, 2p
Avem ci OH = OA + OB +OC siO—H'=O—A'+O—B'+O—C'. ......................................................... 2p
Adunand relatiile, obtinem OH+OH’ =0, adici O este mijlocul segmentului [HH'].................. Ip
Dar OH =30G §i OH =30G’ ,..... oo e, 1p

de unde OG +0G’ =0, adici O este mijlocul segmentului GG’..........cccovvivviincnenecneeee el P
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SI MANAGEMENT INDUSTRIAL

Profil real, specializarea stiintele naturii

BAREM DE CORECTARE SI NOTARE
CLASA A X-A

1. Consideram functia f : R — R cu proprietatea ca f (f (x))=2f (x)+1, VxeR .

a) Aflati punctele de pe graficul functiei care au abscisa egald cu ordonata.
b) Determinati functiile bijective cu proprietatea data.
Iulia Cecon

Solutie.

a) Fie A(a,2) € Gr; atuUNCI Q) = @ .ooeeiiiieiieeiie et e e e e e 2p
F£(Q)) = 1(8) = @ oo e e e et e e e e e e etteaeeaeareaeean 1p
Inlocuind in relatia din enunt, obtinem a = 2a + 1 = a = —1 = A(-1, —1) este singurul punct care
are coordonatele egale si este situat pe graficul functiei f ...........ccoooeeoiiiiiniini e 1p
b) Trecem x - f'(x) (f exista, functia f fiind BIECHIVA) .......ooovveveeeeeeeeeeeeeeeeeee e Ip
F(X) = 2X 4 1, WXEIR oo ettt e e e e e e e e e e e e eetarreeeaeeeeeennaaraeens 2p

2. FieneN’ si numerele reale a, b, X1, X, ..., X, din intervalul (0, 1), astfel incat:

b" < xy* Xp- ... - Xp. Demonstrati cd (log,b)" > log,x; - log,xs - ... - 10g,x, .
Cristian Moanta, Gazeta Matematica

Solutie.
Inegalitatea de demonstrat revine la {/log,(l X, log, x,-...-1og, X, <log. b oo Ip

Din inegalitatea mediilor, Q/loga X, -log, X, -...-log, x

n

Sl(loga x, +log, x, +...+log, x,) =
n

Cum functia x > log,x este strict descrescatoare, log, XiXz ... Xy < nlog,b si, de aici,

CETINTA PTODICINIET ...c.eiiiiiiiiiiiiciiic e s s 2p

3. a)DacazeC, demonstrati ca z° +;2 < 2|z|2.
b) Fie a, b, c, d patru numere complexe astfel incat:
a+b =2/, b +c =2ldf, P +d =2fa" si d*+a =2[b".
Demonstrati cd exista €;, €, €, €4 € {-1, 1} pentru care €;-a + &b + €3:c + £-:d =0.
Florin Stanescu



Solutie.

a) Dacd z = x +iy cu x, ye R, atunci z° +7 =2x7 - 2y2 <2(x* + y2) =202 e 2p

Egalitatea se atinge pentru y = 0, deci cAnd Z€ R ......ccooiiiiiiiiiiiiiiic e 1p
b) Adunind membru cu membru cele patru relatii si tinind seama de punctul a), obtinem cé a, b, c,
d eR. Astfel, relatiile din enunt devin a® + b® = 2>, b* + ¢* = 2d*, ¢* + d* = 2a*, d* +a* = 2b* ...... 2p
inlocuind succesiv, obtinem ca al=b’=c*= d2, decilal=Ibl=1lcl=1d]Isi, de aici, urmeaza
Fole] 1 1ed 11 12 £ TR SPRSUSOR 2p

4. Pe tastatura unui telefon celular, cifrele 1, 2, ..., 9 sunt aranjate in cele noud
casute ale unui patrat 3x3. Plecand de la o cifrd oarecare de pe tastatura,
Lucian-Georges formeazi numere de cinci cifre nenule, astfel incat cisuta | 4 | S | 6
fiecarei cifre a numarului (incepand cu cea de-a doua) sa aibd un singur varfin | 7 | 8 | 9
comun cu casuta cifrei precedente a numarului; el poate reveni de mai multe
ori la aceeasi cifra.

a) Cate numere care sa contind atat cifre pare, cit si cifre impare, se pot forma?
b) Cate numere care contin numai cifre pare se pot forma?
c¢) Cate numere care contin numai cifre impare se pot forma?

[a—
V]
W

Gabriel Popa
Solutie.
a) Casutele care contin cifre pare si cele care contin cifre impare au laturi intregi comune, deci nu se
pot forma astfel & NUMETE .........coociiiiiiiiiiiiii ettt s s e ens 2p
D)4 2222 =04 dC NUIMIETE ....cceeeiuieiiieiieeie ettt et et et et et e st e sateeateenae e st e s nteeeeenseesseesseeenes 2p

c)Avem1-4-1-4-1=16 numere care incepcu5si4-1-4-1-4 =64 numere care Incep cu 1,
3,75au9, N total 80 dE NUIMETE .....cooooviiieiiieieeeeeeeeeeeee e 3p
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SI MANAGEMENT INDUSTRIAL

Profil real, specializarea stiintele naturii

BAREM DE CORECTARE SI NOTARE
CLASA A XT-A

1

1. Dacd ne N, calculati lim(wjx )

x—0 n

Gazeta Matematica (Supliment)

Solutie.
*+2%+.4n*-n
1 .. n nx
(2% 4+ 0 " +2"+...4n" —n |"+2"+4n"n
lim| — =0 | = fim|| 1+ = e 3p
x—0 n x—0 n
. 281 3%-1 n*-1]1
hn}][ " + " +..+ " }H
=e S ettt ettt ettt ettt ettt et et ettt ettt ettt ae e s esens 2p
(ln2+ln3-¢—m-¢—lnn)l 1
=e PP P
llnn' \/—
=0 = UM SN e, 1p

2. Citalin, membru in Armata Ultra, doreste sa ofere fiecarui suporter al echipei Steaua prezent la
un meci desfasurat pe Arena Nationala (care are 60000 locuri si este, desigur, plind) cate un
banner matriceal avind forma din figura 1. Catdlin intentioneaza sa coloreze fiecare dintre cele
16 patratele din matrice fie cu rosu, fie cu albastru.

a) Poate sd ofere Catalin fiecarui suporter din
stadion cate un banner colorat in mod diferit?

b) Care este numarul maxim de bannere distincte
care pot fi colorate simetric in raport cu diagonala
principald? (un exemplu de banner simetric in raport
cu diagonala principald este prezentat in figura nr. 2).

Figura 1 Figura 2
Solutie.
a) Numarul total de bannere distincte este 2x2x...x2 =2'° = 65536 > 60000 .
16de2
Catalin poate oferi fiecarui suporter cate un banner diStINCE ........cocveerieeiiiirniieiinieeiie e 4p
b) Pot fi colorate 2'° = 1024 bannere distincte, simetric fatd de diagonala principala ..................... 3p

3. a) Gasiti o matrice Ae M(Z) astfel incat, dacd impartim numarul detA la 4, obtinem restul 1.

b) Indicati o matrice Be M3(Z) cu proprietatea ca detB se divide cu 4.



2011 2013 2015
c) Fie T=| 2013 2009 2013 |. Aflati restul Impartirii prin 4 a numarului detT.
2017 2013 2019

Solutie.
1 00
a) Alegem, de exemplu, A=1,={0 1 O|sidetA=1=4-041 ..cccoceiiiininnnniiniinn. 2p
0 01
0 00
b) Putem considera B=0,={0 0 0|s5idetB=0=4-0+0 ...cccoceriniinininiiiiiiiiicine 2p
0 0O

2011 2013 2015 M,-1 M,+1 M,-1

c) detT=|2013 2009 2013=M,+1 M,+1 M, +I1=M,,deci restul impartirii la 4 a lui detT
2017 2013 2019 M,+1 M,+1 M,-1

ESTE €ZAL CU O ettt sttt ettt et st sa et e e 3p

4. Fie f : R — R o functie cu proprietatea cd f(x + y) = f(x) + f(y), Vx, y € R. Demonstrati ca
functia f este strict crescatoare dacd si numai dacd limf (x) = +oo .
X—>00

Arpad Benyi, Revista de Matematica din Timisoara

Solutie.
O functie aditiva are proprietatea ca f(0) = 0, iar f(nx) = nf(x), VneN, VxeR ... 2p

Daci f este strict crescatoare, atunci f(1) > f(0) = 0, iar £ (x)>f ([x]) =[x]-£(1), deci ll_rilof (x)2

2 B [X]F (1) 2492 3p
Reciproc, fie 12130f(x) =+o0 §ix <. Atunci f(n(y—x))=f(ny—nx)=nf (y)-nf (x) =
=n(f(y)=f(x)). Astfel, limn(f (y)~f(x))=limf (n(y-x))=+e, prin urmare f(y)~f(x) > 0,
FTe B (0210 (0.0 IR ) ) USRS 2p
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SI MANAGEMENT INDUSTRIAL

Profil real, specializarea stiintele naturii

BAREM DE CORECTARE SI NOTARE
CLASA A XTI-A

1. Pe multimea M = {Poli lasi, Steaua, Otelul, Rapid, UTA} definim legea de compozitie * astfel:

* Poli lagi | Steaua Otelul Rapid UTA
Poli Tagi | Polilagi | Steaua | Steaua Steaua | Poli lasi
Steaua Steaua | Steaua | Steaua Steaua Steaua
Otelul Poli Iasi | Steaua | Polilasi | Poli Iasi Otelul
Rapid Otelul Steaua Otelul | Poli lasi Rapid
UTA Poli [asi | Steaua Otelul Rapid UTA

a) Precizati dacd legea * admite element neutru si in caz ca exista, identificati-1 .

b) Spunem cé elementul d € M este element destroyer daca d*x = x*d = d, Vxe M.

Admite legea de compozitie descrisd mai sus element destroyer?

¢) Pe multimea M data mai sus, cite legi de compozitie se pot defini (numarand-o si pe cea deja
definitd)? Cate dintre acestea sunt comutative ?

Solutie.

a) Se observa ca UTA * x =x * UTA =x, Vxe M, deci UTA este elementul neutru ...................... 2p
b) Steaua * x = x * Steaua = Steaua, Vxe M, asadar Steaua este elementul destroyer .................... 2p
¢) Exista 5% legi de compozitie posibile P& M ........cooiiiviiiiiiniiiiiiiceet e 2p
Dintre acestea, 5" SUNE COMULALIVE ............ov..vveeveeeeereeeeeeeseeeeeeeeseeeeeeseeseeseesesseeseesseesesseeseeseesesseesene. 1p

2. Pe multimea numerelor Intregi Z, consideram legea de compozitie * definitd prin:

X ¥y =5xy + 5x + 5y + 4, VX, ye Z.

a) Justificati asociativitatea legii *.
b) Cercetati existenta elementului neutru.
¢) Calculati ultimele 2000 cifre ale numarului 1*2%3%4* . * 2012*2013.

Solutie.

a) Justificarea corectd a asociativitatii

(de exemplu (x*y)*z = x*(y*z) = 52(x+1)(y+1)(z+1) — VX, Y, ZEZ) oo 3p
b) Nu exista element neutru pentru [8ZEa * P& Z .....cocueeveieeriiieeiiieeeeerieeetee et e et 2p

¢) Inductiv, x; ¥ xp * ... ¥ x, = 5“'1(x1+1)(xz+1) e X+ D) = 1, VX1, X2y eeiy XK€ e Ip



1#2%3%4% _ *2012%2013 = 5°912.2.3.4. ... 2013-2014 — 1 si se observa ca numarul 1#2*3% . #2013

are pe ultimele 2000 pozitii cifrele 999...9 ..o Ip
2000de9
X2()13 +X1006
3. Determinati primitivele functiei f :(0,00) > R,f (x)=———.
(X1007 + 2)

Catalin Cristea, Recreatii Matematice 1/2013

Solutie.
X1006 X10074_2 _X1006 1006 1006
f(x)= ( )2013 e ——— 2p
(X1007+2) (X1007+2) (X1007+2)

’

X (X1007 +2) 1 1
-[ 1007 n dx = 1007 J 1007 n dx=- 1007 -(n—1 ' 1007 n-l
(x + 2) (x + 2) ( ) (x + 2)

1006 1

_ , .\ ‘
1007-2011 (x07 1. o)™" " 1007-2012 (x1007 1 9)*"

4. Fie f: [0,1] — R o functie care admite primitive si F o primitiva a sa cu F(1) = 0. Aratati ca

exista ce (0, 1) astfel incat (c + 1)F(c) + cf(c) = 0.
Carmen Botea si Viorel Botea, Gazeta Matematica (Supliment)

Solutie.
Concluzia revine la faptul ca exista ce (0, 1) pentru care (XF(X) + [XF(X)J,j =0 oo 2p
adica [xe"F(x)]f S0 et 2p

Functia G(x) = x-e“F(x), x€ [0, 1], verifica ipotezele teoremei lui Rolle, de unde cerinta problemei .



